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PARTEA |

ARITMETICA
TEORIA NUMERELOR



Capitolul 1.1.
NUMERE INTREGI

[.1.1. OPERATII. MODUL
1. Calculati |x — 1| + |x — 2| + ... + [x — 2010, stiind ca 1005 <x < 1006.
Argentina Dobrescu, Campulung Muscel (S:E12.361)
2. Aflati numerele intregi x, y pentru care |jx — 3| + [y — 2x|| = 3.
* * % (S:E13.310)
3. Calculati media aritmetica a numerelor: 4 = D1 ED 2+ 1) -3+..+
(D23 2014+ (-1 201551 B=1+2°+2'+ 27+ 20 + .+ 2"
Vasile Uleanu, Curtea de Arges (S:E14.261)
4. Demonstrati c¢a numarul @ =2 - 6 - 10 - 14 - .. - 2014 se scrie ca produs de 504
numere naturale consecutive.
Laura Vucan si Gheorghe Molea, Curtea de Arges (S:E14.262)

5. Se dau numerele: a = \/§+\/37+\/3_3+...+\/32°]6 L b=3+3 43+ L+ 370

b \/34-1

c= —-

a 3

— 1. Aratati c3 ¢ este patrat perfect.

Luca Tutd, Buziu (S:E15.144)

1.1.2. DIVIZIBILITATE. ECUATII iNZ

1. Pentru » numir natural construim numerele a =2n+ 1, b=3n+2,c =4n + 3.

[a,b] +[b,c]
2

Demonstrati ca este pitrat perfect, cel putin egal cu 4. (Am notat [x, y]

cel mai mic multiplu comun al numerelor x §i y.)
Argentina Dobrescu, Campulung Muscel (S:E12.364)

2. in luna januarie 2011 salariul unei persoane era de 2700 lei. fn cursul anului ca bene-
ficiaza de o singurd majorare salariald de 20%. Stabiliti in care lund a anului se aplica
aceastd majorare salariald, stiind c3 venitul salarial pe anul 2011 a fost de 35100 lei.

Marian Teler, Costesti, Arges (S:E12.407)
3. La 1.01.2012 doui persoane au salariul lunar de 2700 lei, respectiv 2600 lei. Pe
parcursul anului, prima persoana beneficiazi de o mérire de salariu de 20%, iar cea de-a
doua de o mirire de 15%. Stabiliti in ce luni ale anului se aplici aceste majoriri, astfel
inct veniturile lor pe anul 2012 s3 fie egale.

Marian Teler, Costesti, Arges (S:E12.410)
4. Determinati cel putin doud valori ale numdrului rational pozitiv n pentru care

V1151423 este numdr rational.
Viorel Alb, Moisei, Maramures (S:E12.441)
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5. Demeonstrati cd, pentru orice »# numdir natural, este adevirati relatia: V2" +7 +

+\J3 10 T 73 N

Bogdan Zetea, Sighetu Marmatiei (S:E12.442)
6. Aritati cd numirul 4 = (a + 259)* — (g + 111)*"2 se divide cu 37, pentru orice a
numadr natural.
Elisabeta Stanciu si Daniel Stanciu, Beclean, Bistrita-Nasaud (S:E12.485)
7. Daca x, y, z sunt numere intregi cu proprietatea ci 2x — 3y — 10z = 0, demonstrati ci
Y(x + z)(x + y) este un multiplu de 30.
Nazeli Boicescu, Briila (S:E12.561)
8. a) Scrieti numirul 504 ca sumi de trei numere consecutive si ca produs de trei
numere consecutive.
b) Aratati cd dacd un numir natural nenul poate fi scris ca produs de trei numere
consecutive, atunci el poate fi scris si ca sumi de trei numere consecutive.
Constantin Apostol, Rm. Sarat (S:E12.563)
2
szzln,neN,nil}.

n—1

9. Aflati cardinalul multimii: 4 = {x €L

Nicolae Ivaschescu, Craiova (S:E12.568)
4
x= m—3 ,neN } .
3

2

10. Determinati elementele multimii: M = {x eN
n —

Dumitru Savulescu, Bucuresti (S:E12.570)

11. Fie numirul A4 =én2 (n* —1)*(3n” +n—2)+4, unde n este numir natural nenul.

Arétati cd numarul 4 este multiplu de 4.
Vasile Tarciniu, Odobesti, Vrancea (S:E12.689)
12. Determinati numerele naturale # pentru care # + 2 este cel mai mare divizor comun
al numerelor 5n+ 13 sidn + 11.
Nicolae Secelean, Sibiu (S:E12.690)

13. Aratati ca \/ 2008 +2009°'° + 20107 + 201122 + 2012**" este numir irational.
Anca Mihig, Baia Mare (S:E13.21)

14. Fie numerele intregi a, b, c, astfel incat 20a — 7c = 15b. Aritati ¢4 produsul (a+bd)-c
este divizibil cu 35.

Maria Petrescu, Bucuresti (S:E13.106)

15. Suma cifrelor unui numar natural P este 5. Demonstrati ci VP este numir irational.

Victor Nicolae, Bucuresti (S:E13.190)

16. Aratati ci existd ¢ un numar natural, astfel incat 4 = 5% . 31 + | este divizibil

cu’.

Argentina Dobrescu, Cimpulung Muscel (S:E13.341)

17. Gasiti doud numere naturale, stiind ca diferenta patratelor lor este 1805, iar cel mai
mare divizor comun al lor este 19.

Simona Pavel, Campulung Muscel (S:E13.342)
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18. Aratati.ca5°°" —1 este-multiplu.de 124.
Argentina Dobrescu, Campulung Muscel (S:E13.344)

52n+1

19. Demonstrati cd numarul 4 =3 - + 2" este divizibil cu 17, oricare ar fi n numar

natural.
Ion Pirse, Campulung Muscel (S:E13.345)
20. Determinati numerele intregi a si b care verifica relaia @’ — 11a° + 11b° = 2135.
Cristina Vijdeluc i Mihai Vijdeluc, Baia Mare (S:E13.347)
21. Aritati cd numirul 4 = 17 + 27 + ... + 2014” este divizibil cu 5, unde p este un
numir natural care nu este divizibil cu 4.
George-Florin Serban, Briila (S:E14.28)
22. Pentru » numir natural, demonstrati cd 5n* + 3)(n* + 8) + 2015 nu este patrat
perfect.
Nicolae Ivischescu, Craiova (S:E14.144)

23. Vom spune ci o multime de numere naturale are proprictatea P dacd, pentru
oricare doud elemente a, b din multime, avem a — b | a + b. Céte multimi cu trei
elemente nenule, mai mici sau egale cu 9, au proprietatea P?

Liviu Petre, Targoviste (S:E14.146)

. n +6n° +5n : .
24, Aratati ca numarul — este natural, oricare ar fi » numar natural.

Vasile Scurtu, Bistrita (S:E14.184)
25. Aratati cd numarul @ = 2082"" + 30 - 2079™" este divizibil cu 31, oricare ar fi n

numir natural.
Ion Neatd, Slatina (S:E14.187)

2 f—
2n 2?an 4 ezl
3n- -2
Dan Negulescu, Briila (S:E14.221)
27. Rezolvati ecuatia x - (x + 1) - (x +2) - (x +3) = 1679 + 16807 + 16817, unde

x € N si p este numdr prim.

26. Determinati multimea M= {n eZ

George—F lorin Serban, Briila (S:E14.225)
28. a) Aflati numerele prime p pentru care p + 2 este numar prim.
b) Existd numere prime p pentru care p* + 4 este numir prim? Justificati.
Ovidiu Bobb, Copalnic Manastur Maramures (S:E14.308)
29. Aritati ci nu existd numere intregi x §i y pentru care =9y +2.
"  Constantin Bolbotind, Biile Herculane (S:E14.342)
50. Rezolvati in multimea numerelor intregi ecuatia 225x* + 30xy + 4y = 327.
| Tudor Mocioi, elev, Bucuresti (S:E15.25)
31. Determinati numerele naturale a si b pentru care a(2a — b+ 1)=b—2014.
Andrei Matei, Turnu Magurele (S:E15.104)
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—4)(x+y+6)
Xy

32. Rezolvatiin mulfimea numerelor fntregi ecuatia (x+y _5 + L
v oox
_ 2xy+2x+2y—48
Xy ‘
Raul Bodrogean, elev, Bucuresti (S:E15.142)
33. Rezolvati in multimea numerelor intregi ecuatia xy* + x% + V+1= 4xy.
Victor Sdceanu, Drobeta Turnu-Severin (S:E15.143)
34. Rezolvati in multimea numerelor intregi ecuatia: 5(c— 1)+ 7(y +3) = 6(x — 1)(y + 3).
Rudi Pasici, Briila (S:E15.266)
35. Fie a, b, ¢, numere intregi astfel incat 2015 divide simultan gb + 6b + 36 si bc + 6¢ +
+36. Demonstrati cd 2015 divide ac + 6a + 36.
Carmen Botea §i Viorel Botea, Briila (S:E15.270)

36. Rezolvati in multimea numerelor intregi nenule ecuatia: s + 7. 3.
Xy
|Constantin Apostol, Rm. Sarat (S:E15.342)
37. Fie r restul impartirii ui 18%°° — 1725 13 306. Aratati cd media aritmetici a
numerelor 2015 si #*°" este divizibili cu 63.

lon Burcd, Slatina (S:E16.23)

1.1.3. CONGRUENTE. ECUATII DIOFANTICE
1. Determinati numéral b, stiind ci 3vab = 2(a + ).
Matei Andrei, Turnu Migurele (S:E12.404)
2. Fie n §i p numere naturale nenule, p prim, astfel incat pr+95=n Determinati # si p.
(n'=1-2-3-..-n)
Mihai Vijdeluc, Baia Mare (S:E12.565)
3. Determinati toate numerele intregi x cu proprietatea ci x + 2012 si Vx—2012 sunt
simultan numere naturale.
Neculai Stanciu, Buzau si Titu Zvonaru, Cominesti (S:E12.644)

4. Determinati x, y € Z pentru care 6x° — xy — V=4

Daniela Dicu, Sibiu (S:E12.686)

. . . 2b 100
5. Determinati numerele naturale prime a, b, c, astfel incit a + 5 c 2

b+ 17
Cristina Vijdeluc si Mihai Vijdeluc, Baia Mare (S:E13.27)
6. Rezolvati in multimea numerelor intregi ecuatia x> + 4x — 9)* —3 = 0.
Gheorghe Iacob, Pascani (S:E13.143)
7. Aflati numerele reale x pentru care x° — 75x* + 887x — 2013 = 0.
Nicolae Ivischescu, Craiova (S:E13.145)
8. Aratati ca egalitatea 10101 - 101, = 1020201, este adevarati, oricare ar fi baza
de numeratie x > 2.

Roxana Mdrcusanu, Pitesti (S:E13.147)
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9. Determinati m € N, astfel incatm’=mh£232,unde m! =1 -2 ... - m.

Lucian Petrescu, Tulcea (S:E13.181)
10. Determinati m, n € Z, astfel incat: 7(m + 1) = 2014" — .
Grigore Dumitru, Macin (S:E13.182)
11. Aflati numerele intregi x s1 y pentru care 49x* — Txy + 6y = 23.
Vasile Chiriac, Bacau (S:E13.225)
12. Aritati ci nu existd un numdr prim p > 5 care sa reprezinte numarul de diagonale

ale unui poligon convex.
Constantin Rusu, Ramnicu Sarat (S:E13.346)

13. Determinati » € N, stiind cd numérul 4 = 5" + 52014 _ 52010 481 este patrat perfect.
Mihaela Giurcd, Braila (S:E14.30)

14. Notam p(») penultima cifra a lui . Aratati ca p(g,a,...q, ,a, ’ Yy=p(a, a, ’ ).
* %% (S:E14.143)
15. Fie x, y, z numere intregi care verificd relatia Z=x*+)" Ardtati ci4 | xsau4|y.
Vasile Scurtu, Bistrita (S:E14.145)
16. Determinati numerele naturale x, y, z pentru care 20-3+9.2" =6
Liviu Petre, Targoviste (S:E14.182)
17. Determinati numarul perechilor ordonate (a, b) de numere naturale pentru care

numerele x = ab siy= ba verifica: —)2E+—§— e N.

Adriana Dragomir, Otelu Rosu (S:E14.347)

18. Aflati numerele intregi x i y pentru care PR
Maranda Lint i Dorin Linf, Deva, Hunedoara (S:E14.349)

19. Fie numerele impare a,, az, ..., dao1s € Z §i numerele pare by, by, ..., byois € Z. Ardtati

= 2 2 2 2 2 2
cd \Ja; +b +a; +b; +..+ay;s +bys & Q.

Gheorghe Rambu, Baia Mare (S:E15.225)

20. Aritati cd ecuatia ¥ = 2014 — x + 2015 nu are solutii in multimea numerelor
naturale.

Nicolae Ivischescu, Canada (S:E15.303)
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Capitolul 1.2.
NUMERE RATIONALE

1.2.1. FRACTII ORDINARE §I FRACTI ZECIMALE
1. Determinati numérul 0,(abc), stiind ci zecimala de pe locul 2013 este 5, cea de pe
locul 2014 este 2, iar cea de pe locul 2015 este 1.

* % *(S:E13.226)
2. Doud numere naturale prime impare consecutive se numesc numere gemene.
a) Dati exemplu de sase perechi de numere gemene.
b) Daci a si b sunt douii numere naturale gemene diferite de 3, aratati ci nu exista

n € N pentru care numerele 2+ 6" + 7" + a 5i 22" + 6" + 7" + b s4 fie gemene.
Artur Balducd, Botosani (S:E13.261)

3. Consideram numerele x = @’b’c” si y=1). i7 - b%, unde q, b,ceZ sineN.
a

Determinati semnul produsului xy.
Toan Ciobdnagsu, Botosani (S:E13.262)

4. Considerdam numdrul rational a = (5% - 1) 1 + 1 + 1 + 1 + L +
n-3 n-2 n-1 n n+l
+ L + J, unde 4 ={x € Z; |x| <3} sin e Z\ A. Aridtati ca numirul g nu este
n+2 n+3
numdr intreg.

Artur Bélducd, Botogani (S:E13.263)
5. Determinati numerele xy cu proprietatea ci existi p numdr prim, astfel incét

uld +p sa fie natural.

Xy—p

Romanta Ghita si loan Ghitd, Blaj (S:E14.63)

1.2.2. OPERATII

1 .
- = ; Aridtati ci
% 2012

==

1. Fie x si y numere naturale nenule, astfel incat: +

J(x—2012)(y-2012) =2012.

Septimius Voiculef, Crevenicu, Teleorman (S:E12.409)
| 1 |
+ + +
1-54  54-107 107-160

2. Ardtati cA numarul a =2 +4+6 + ... + 2014)[ .+

+ ; + 53 este pétrat perfect.
955-1008

Mariana Ciobdnasu, Botosani (S:E13.264)
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3. Aratatica:

a)i+L+—l—+ + ]
1222 3T 2013
1 1 1

b)) —+—+—=+...+ <1,5.
) 1 3 5 2013°

Toan Ciobdnasu si Mariana Ciobanasu, Botosani (S:E13.265)

2013 2012
4. Stiind ¢ ad + bc = bd, unde a, b,c,de N, demonstrati ca 320—13— + _6120]_20 + ...+
b b d

2
ac ac

t o + o + 2 nu depinde de a, b, ¢, d.

QU

Ligia Isim, Braila (S:E14.29)
5. Aratati cd:
A n-1 1 1
a) — = —— =
n+l n n n+l nn+l)
2013 2012 2011 2 1 I 2 3 2013
+ + ot + =t S .
1.2 23 3-4 2012-2013 2013-2014 2 3 4 2014
Concursul , Micul matematician”, Negresti-Oas (S:E14.101)

. *
,oricare ar fin € N ;

b)

6. Fie numerele: a = 0,x(») +0,»(x), b= 0,xx(y) + 0,yy(x), ¢ = 0,xyx(y)+ 0, yxy(x),

a+d

d= 0, xyyx();j +0, yxxy(x) si numérul m = . Aflati x, y cifre diferite nenule,

-c
astfel incat m € Q.

Concursul ,, Micul matematician”, Negresti-Oas (S:E14.102)
7. Calculati [S], unde S = —2—+l+—1—+i+...+——1_—2, n € N', unde [x] este partea
5 5 10 20 5.2" ,
intreaga a numérului x.

Nazeli Boicescu, Briila (S:E14.222)

1
8. Fie a, b, ¢, d, x, y, z, t numere reale, astfel incat; x = bed + —, y =acd + % ,z=abd+
a

+ —1-, t=abc+ % si ax + by + cz + dt = 1. Calculati abcd si xyzt.
e

Sorin Ulmeanu, Pitesti (S:E14.266)
a’+a
(a® +3a)(a’* +3a+2)

9. a) Aritati cd orice fractie de forma este reductibild si gasiti

fractia ireductibild echivalenta.

b) Calculati suma S = 2 + 6 + 12 +..+ 420 .
4.6 10-12 18-20 460462

Adrian Turcanu, Pitesti (S:E14.267)
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1

10. Fie numerele reale'ay, a,, as, .\, Oy X13 Xy X3, ..., Xy, aStel Incdt Xy = ay - a3 - ... - g, + —,
@
1 |
=dai-ay- ..yt —, X% =ad Ayt — Stay-x1+ta-x+ .. ta, x,=
aZ n
=n- lAréta;‘.l Céxl-xz-x3- ...'Xn<0.

Vasile Scurtu, Bistrita (S:E14.301)

1.2.3. PROPORTIONALITATE
1. Determinati cel mai mic numir natural nenul n, astfel incat n, n + 1, n + 2 sa
reprezinte lungimile inaltimilor unui triunghsi.
Mihai Bodan, Cosmesti-Videle (S:E12.405)
2. iniltimile unui triunghi sunt invers proportionale cu 3, 4 si 5. Aflati aria tri-
unghiului, stiind ci cea mai mica dintre laturi are lungimea egali cu 6 cm.
***(S:E12.487)

3. Fie triunghiul ABC cu lungimile laturilor a, b, ¢, astfel incat a = b =
b+2014c  ¢+2014q
. Demonstrati ca triunghiul ABC este echilateral.
a+2014p

Alin Mugat, elev, Braila (S:E14.230)

; PSR . oar+b  or+d
4. Fie », p numere reale diferite sta, b, c, d numere reale, astfel incat =

ap+b  cp+d’

Aratati ca ad = bc.
***(S:E15.23)
S. Numerele pozitive a, b, ¢ sunt direct proportionale cu numerele 3, g, b, iar 3b + ¢° =
= 1800. Determinati numerele , b, ¢ si calculati 4 = (¢ - 2a* — 4b + 1)1,
Veronica Juca, Alexandria (S:E15.101)

6. Fie g, b, ¢, d numere naturale nenule cu (@, b)=1,(c,d)=1si ﬁ+§ = 1. Aratati

ca va, \b , e sunt lungimile laturilor unui triunghi dreptunghic. (Am notat (x, y)

cel mai mare divizor comun al numerelor x siy.)

Vasile Scurtu, Bistrita (S:E15.145)
— b _cd db _cb

7. Aflati numarul abcd , stiind ca % =29 =y

George-Florin Serban, Braila (S:E15.264)
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